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Para un objeto X de cualquier categoria C, es importante el estudio
del grupo de morfismos f : X — X que son equivalencias. En el
caso de la categoria homotdpica de espacios topoldgicos punteados
el grupo £(X) se llama grupo de autoequivalencias de homotopia.
Podemos considerarlo como el grupo de simetrias “salvo homotopia”
del espacio.

Todas las esferas tienen por grupo de autoequivalencias de homotopia
un grupo ciclico de orden 2, C5. Un ejemplo que nos va a interesar
\mﬁs son los espacios de Eilenberg-MaclLane, aquellos que sélo tienen
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un grupo de homotopia no trivial. En estos casos el grupo de auto-
equivalencias de homotopia son los automorfismos de este grupo no

trivial; £(K (G, n)) = Aut(G).

Un problema clasico en cualquier categoria es el problema de iso-
morfia. Este problema consiste en dar un algoritmo que determine
cuando dos objetos en una categoria son equivalentes. Vamos a apro-
ximarnos al problema de isomorfia de grupos finitos mediante teoria
de homotopia; en concreto con el grupo de autoequivalencias de ho-

motopia. /

Con estos objetivos en mente, definimos el epsilon género de un gru-
po G como el conjunto de clases de homotopia de espacios en los que
(G “actia homotopicamente’:

E-gen(G) = {[X]| existe f : G — &£(X) no nula}.

Esta definicidon no es util para grupos infinitos; ya que por ejemplo
los grupos libres con 2 y 3 generadores tienen asociados el mismo
Qonjunto de espacios. Es por ello que nos centramos en grupos finitos.

ﬁ Un par de Definiciones

£-gen(() siempre es un conjunto no vacio; en efecto, todo grupo GG se
puede embeber en un grupo simétrico de algiin determinado grado n
y 25, actda sobre la union puntual de n esferas mediante permutacion.

De hecho esta accion es fiel. Aunque no toda accidn es fiel, basta
pensar en las esferas y cualquier grupo que se proyecte en un (9
(Ay, < Xp). Destacamos asi un subconjunto de £-gen(G):

E-gen-iny(G) = {[X]| If : G — £(X) inyectiva}.

Como primera aplicacion veremos un resultado que involucra muy
pocos conocimientos sobre el grupo de autoequivalencias; de hecho
todo lo que hace falta saber sobre este grupo es que £(K(Cp,n)) =
Aut(Cp) = C)_1 con p primo.

Para grupos nilpotentes siempre hay una proyeccion en Cj, con p pri-
mo si y sélo si p divide al orden del grupo; ya que todo subgrupo
maximal es normal. Aprovechando este resultado vamos a ver como
podemos distinguir dos grupos si sus ordenes no son divididos por
los mismos primos usando £-gen(G).

Partiendo de un primo p( que divide al orden de H, pero no al de G;
y de los primos que dividen al orden de G: {py,...,pn}; podemos
encontrar un primo ¢ cumpliendo polg — 1 (¥)y p; Jqg— 1 (#). La
existencia de tal primo ¢ se puede probar usando el teorema chino
de los restos y la existencia de infinitos primos en las progresiones
aritméticas de Dirichlet.

Ahora es cuando entran en juego los espacios de Eilenberg-MacLane.
Gracias a (V) podemos garantizar que K (Cy) pertenece a £-gen(H );
y, (#) nos permite asegurar que K (C;) no pertenece a £-gen(G).

En concreto;

Teorema Sean Gy H grupos finitos nilpotentes. Si £-gen(G) =
v‘,'-gen(H) entonces Vp primo p|iG < p|tH.

Y un par de Aplicaciones

KEntoncesG:C’gxH,éH:C’QxG;obienG:H.

Veamos ahora como £-gen-iny(G') nos permite resultados mas proxi-
mos al problema de isomorfia. En realidad también usaremos herra-
mientas mas potentes que las autoequivalencias de los espacios de
Eilenberg-MacLane.

Con el siguiente resultado sobre realizacion del grupo de autoequi-
valencias podemos practicamente distinguir con que grupo estamos
tratando.

Teorema Sea GG un grupo finito. Sea n € IN. Existe A subgrupo de
(Q*, ) y espacio topolGgico X tal que

8(X(;) = A x (.

Ahora, el anélisis de las clases de isomorfia de los subgrupos finitos
de A x G hace el resto. Podemos enunciar:

Teorema Sean GG y H dos grupos finitos cumpliendo

E-gen-iny(G) = E-gen-iny(H ).
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